Numeros y desigualdades

Lo que debes saber

Distintas clases de numeros
NuUmeros naturales.Los numerosaturales 1,2,3,... . El conjunto de todos ellos se representayaor
NuUmeros enterosLos nimero®nteros...,-2,-1,0,1,2,... cuyo conjunto se representazaor

NuUmeros racionalesLos nimerosacionalesque son cocientes de la fornpdg dondep € Z, g€ N,
cuyo conjunto representamos [@r

Numeros irracionales.También conoces otros nimeros coiid, 7z, 0 el nimero e que no son nime-
ros racionales y que se llaman, con una expresion no demasiadunadanimeros irracionales

Numeros realesEl conjunto formado por todos los niumeros racionales eionades se llama conjunto
de losnimeros realesy se representa pd.

EsclaroqueN Cc Z c Q C R.

Axiomas de los numeros reales

Axiomas algebraicos

Propiedades asociativas(x + y) + z = x + (¥ + z), (xy)z=x(y2).
Propiedades conmutativa.s x + y = y + x, Xy=yx.

Elementos neutrosEl 0 y el 1 son tan importantes que enunciamos seguidamente susgadpi&
04 x = x, lx = x paratodox eR.

Elementos opuesto e inversd?ara cadar € R hay un nimero real llamadipuesto dex, que repre-
sentamos porx, tal que x + (—x) = 0. Para cada ndmero real # 0 hay un ndmero real llamado
inverso dex, que representamos par !, tal que xx~! = 1.

Observacion importante.—x no debe leerse “menas sino “opuesto dex”.
Propiedad distributiva. (x + y)z=xz 4 yz.

Algunas consecuencias de los axiomas algebraicos

e Cualquier numero multiplicado p@res igual &: 0x = 0.
e El 0 no tiene inverso. No se puede dividir gor
e Paratodos, y €R se verifica qué—x)y = —xy.

e Paratodos, y €R se verifica qué—x)(—y) = xy.

Axiomas de orden

Los nimeros suelen representarse como puntos de una rdatguense fija un origen, @l de forma
arbitraria. Los niumeros que hay a la derecha,dee llamanpositivosy el conjunto de todos ellos se
representa pdR*. Se verifican las siguientes propiedades.
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Ejercicios de Analisis Matematico 2

e Ley de tricotomia. Para cada niumero realse verifica una sola de las siguientes tres afirmaciones:
x =0, x es positivo,—x es positivo.

e Estabilidad deR*. La sumay el producto de niimeros positivos es también un rojpasitivo.

Los elementos del conjuntd@ ™ = {—x : x € R*} se llamamumeros negativos

Definicién. Parax, y € R escribimosx < y (léasex es menor qug’) o y > x (Iéasey es mayor
quex) paraindicar quey —x € R™, y escribimosx <y 0 y > x paraindicar quey —x € Rt U{0}.

Notacion. En adelante usaremos las notaciofigs:= R* U {0}, R; = R~ U {0} y R* = R\ {0}.
Reglas para trabajar con desigualdades

Se dice que dos igualdades o dos desigualdadescqaualentesuando siempre que una de ellas es
cierta también lo es la otra. En lo que sigue se supone gue son nameros reales.

e Las desigualdades < b y a + ¢ < b + ¢ son equivalentes.
e Paratodoc > 0 se verifica que las desigualdadesc b y ac < bc son equivalentes.

e Paratodoc < 0 se verifica que las desigualdadesc b y ac > bc son equivalentes.

Se verifica quazb > 0 si, y s6lo sia e b son los dos positivos o los dos negativos. En particular, si
a # 0 entonces se verifica que® > 0.

. 1 .
Las desigualdades > 0 y — > 0 son equivalentes.
a

Supuesto quer y b son los dos positivos o los dos negativos, se verifica quedaiguaialdades

1 .
a<by b < — son equivalentes.
a

Definicién. Se dice que un conjunto no vacio de nimeros reales, R, tiene maximosi hay un
numeroM € A que es el mayor de todos los elementosigdes deciry < M paratodor € 4. Cuando
esto ocurre, escribima® =maxA. Se dice que un conjunto no vacio de nimeros redles,R, tiene
minimosi hay un nimera: € 4 que es el menor de todos los elementosldes decirm < x para todo
x € A. Cuando esto ocurre, escribimas= min 4.

Valor absoluto. El valor absolutode un nimero: € R se define como el nimero:

x| = X Six=0
Tl —x six<0
Para trabajar con valores absolutos es Util recordar laesitudefinicion.

Definicién. Para cada nimeroc R Y, representamos payz al Ginico nimeranayor o igual que cero
cuyo cuadrado es iguala

La utilidad de la raiz cuadrada para trabajar con valoreslatos procede de la siguiente estrategia
de procedimiento.

Estrategia

e Supuesto quer =0 y b > 0, se verifica que las igualdades= b y a* = b2 son equivalentes.

e Supuesto que =0 y b = 0, se verifica que las desigualdades: b y a? < b? son equivalentes.
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Geométricamentey| representa la distancia deal origen,0, en la recta real. De manera mas general:
|x — y| = distanciaentra e y

representa la longitud del segmento de extremesg.

Propiedades del valor absolutoParax, y € R se verifica que:

i) |x|] <y esequivalenteay <x < y.

i) [x yl= x|yl
i) |x+ y| <|x|+ |y|- Ademas, se verifica quec + y| = |x| + |y| si, y s6lo sixy = 0.
iv) ||x| =yl <|x —y| ylaigualdad se da si, y s6lo siy = 0.

El apartado iii) se conoce confdesigualdad triangular).

Te recuerdo que debes leer de forma correcta las propiedatig®res: no te fijes en las letras sino
en los conceptos. La propiedad ii) debes le&lavalor absoluto de un producto es igual al producto
de los valores absolutosPor su parte, la desigualdad triangular dice dos cosas:

e Elvalor absoluto de una suma es menor o igual que la suma dealoses absolutos.

e El valor absoluto de una suma es igual a la suma de los valdsslatos si, y sélo si, todos los
sumandos son positivos o todos todos los sumandos sonveegati

La siguiente desigualdad es una de las mas Utiles del AaBsiematico.

Desigualdad de las mediasCualesquiera sean los nimeros positivpsi,, - - - , a, Se verifica que:
at+a+---+a
"/alaz...an§ n
n
Y laigualdad se da si, y s6lo si; =a; = -+ = a,.

Intervalos

Usaremos las siguientes notaciones para los distintos d@antervalos.

Intervalos que tienen dos puntos extremagsb (dondez < b son nameros reales):

[a,b)] = {xeR:a<x<b} (intervalocerrado)
la,b] = {xe€eR:a<x <b} (intervaloabierto)
[a,b] = {xeR:a<x<b} (intervaloabiertoa derechay cerrado a izquierda)
la,b] = {xeR:a<x<b} (intervaloabiertoaizquierday cerrado a derecha)

Intervalos que tienen un Unico punto extreme R llamadoorigendel intervalo:

]—o0,c] = {xeR:x<c} (semirrectaabiertaa laizquierda)
]—o00,c] = {xeR:x<c} (semirrectacerradaalaizquierda)
Je, 400 = {xeR:x>c¢} (semirrectaabiertaaladerecha)
[c,4+00] = {xeR:x>=c} (semirrectacerradaa laderecha)
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Finalmente, la recta re&®, es también un intervalo. Hay caprichosos a quienes les gsstribir
R=] — 00, +00.

Ejercicios tipicos de desigualdades
Desigualdades entre polinomiosSupongamos que(x) es una funcion polinémica de una variable,
y queremos calcular para qué valores de la varialde verifica quep(x) > 0.

En este tipo de ejercicios hay que tener en cuenta el siguiestltado.

Una funcién polinémica solamente puede cambiar de signogpuintos donde se anula,
y por tanto entre cada par de raice®nsecutivagicha funcion es siempre positiva o
siempre negativa.

Naturalmente, para poder usar este resultado debemos &npezalcular las raices reales de la
ecuacionp(x) = 0. Esto solamente puede hacerse en casos sencillos comgepmi@ calcular las
raices enterasle un polinomio con coeficientes enteros y coeficiente delitérde mayor grado igual
a 1, pues sabemos que dichas raices deben ser divisoresmabténdependiente.

Ejemplo. Calcula para qué valores dese verifica que—6 — 19x + 28x2 4 2x3 — 6x* + x° > 0.
Solucion.Por lo antes dicho, las raiceaterasdel polinomio
p(x) =—6 —19x + 28x% 4+ 2x% —6x* + x°

solamente pueden seb, —3,-2,—1, 1,2, 3, 6. Tenemos que:

p(=6) <0, p(=3) =—480, p(=2) =0, p(=1) =32, p(1) =0, p(2) =20, p(3) =0, p(6) > 0.

Por tanto,—2, 1 y 3 son las Unicas raicemnterasde p(x). Dividiendo por Rufini obtenemos que
p(x) = (x + 2)(x — 1)(x — 3)(x? — 4x — 1). Calculamos ahora las raices del trinomio de segundo
gradox? —4x — 1, que resultan ser =2 — /5y B =2 + /5.

Ordenamos ahora todas las raices de menor a mayor. Teniecdemsta qué < /5 < 3, resulta
que—1 < a < 0,4 < B. Por el resultado enunciado arriba, deducimos que en les/albs

]—OO, _2[7 ]_2305[’ ]O[’l[v ]133[7 ]3vﬁ[v ]:37 +OO[

el polinomio p(x) es siempre positivo 0 siempre negativo. Ahora solamentéajealuar dicho poli-
nomio en un punto cualquiera de cada uno de esos intervapemos que:

p(=3) <0 = p(x) <0 paratodax €] — oo, —2|
p(=1)>0 = p(x)>0paratodarx €] -2,
p(0) <0 = p(x) <0 paratodax €, 1]
p2)>0 = p(x) > 0paratodax €]1, 3|
p(4) <0 = p(x) <0paratodax €]3, B[
p(5) >0 = p(x) > 0paratodax €], +oo|

©

Si nos piden estudiar para qué valores de la variabke verifica una desigualdad del tipo
p(x) < ¢(x), dondep(x) y ¢g(x) son funciones polinébmicas, basta observar que la desigiesd
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p(x) <g(x)y ¢q(x) — p(x) > 0 son equivalentes y que(x) — p(x) es una funcioén polinémica por
lo que podemos seguir el mismo procedimiento anterior.

Observacion importante. Podemos usar el hecho de que las desigualdades0 y » = 0 son equi-
valentes cuande = 0 para simplificar el estudio del signo de una funcién polirgani

Por ejemplo, sea la funcién polindmipdx) = (x +2)3(x + 1)2x(x — 1)’ (x —4)%(x2 + x + 1).
Como(x +1)2=0, (x—4)* >0y x? + x + 1 es un trinomio con raices imaginarias y cuyo coeficiente
del términox? es positivo, por lo que se verifica qué + x + 1 > 0 para todox € R (de hecho
x24+x+1=(x+1/2)2+3/4 > 0), deducimos que la desigualdadx) > 0 es equivalente a
(x +2)3x(x —1)° = 0.

Fijate que lo que hemos hecho ha siescindir de las raices de orden péa raiz—1 de order2
y laraiz4 de orders). También podemos prescindir de los trinomios con raicegt&jas porque son
siempre positivos o siempre negativos.

Podemos simplificar mas teniendo en cuenta qiteesi un nimero impar entoncey a son los
dos positivos o los dos negativos. Por tanto la desigualdad 2)3x(x — 1)° > 0 es equivalente a
(x +2)x(x — 1) = 0. Esta tltima ya es muy facil de estudiar y deducimos g8 < 0 parax < —2,
p(x)=0para—2 < x < 0, p(x) <0 parad < x < 1y p(x) =0 parax > 1. Teniendo ahora
en cuenta que(x) solamente se anula en los punte3, —1,0, 1,4, podemos precisar el resultado
obtenido como sigue:

p(x) <0 paratodox €] — oo, —2|

p(x) > 0 paratodox €] —2,—1[U]—1,0[
p(x) <0 paratodox €]0, 1]

p(x) > 0 paratodox €]1,4[UJ4, +o0[

Es facil deducir de lo anterior el siguiente resultado.

Una funcién polindmica cambia de signo en las raices reatesrden impar y no cambia
de signo en las raices de orden par.

Desigualdades entre funciones racionaleSupongamos que(x) Yy ¢(x) son funciones polinémicas

de una variable, y queremos calcular para qué valores deitblex se verifica que% > 0. Se
q(x

supone que los polinomigs(x) y ¢(x) no tienen factores comunes.

En este tipo de ejercicios hay que tener en cuenta el siguiestiltado.

Una funcién racional solamente puede cambiar de signo eplogos donde se anula el
numerador o el denominador, y por tanto entre cada par dealighuntosonsecutivos
dicha funcién es siempre positiva 0 siempre negativa.

Naturalmente, para poder usar este resultado debemosanpoezalcular las raices del numerador y
del denominador y valen las mismas observaciones antsriore
. ; . x2—6x+5
Ejemplo. Calcula para qué valores dese verifica queR(x) = ——3 > 0.
x —
Solucion. Se trata de una funcién racional. Las raices del numerador $&. EI denominador sola-
mente se anula eéh Las raices del numerador y denominador ordenadas de memaya sonl, 3, 5.
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Por tanto, en los intervalds- oo, 1], |1, 3[, ]3, 5[ y ]5, +o0[ la funcién dada es siempre positiva o siem-
pre negativa. Ahora solamente queda evaluar dicha funciém @unto cualquiera de cada uno de esos
intervalos. Tenemos que:

R(0) <0 = R(x) < 0paratodox €] — o0, 1]
R(2)>0 = R(x)> 0paratodax €]1,3[
R(4) <0 = R(x) < 0paratodax €]3, 5]
R(6) >0 = R(x) > 0paratodax €]5, +o0|

©

Si nos piden estudiar para qué valores de la variabke verifica una desigualdad del tipo
R(x) < Q(x), dondeR(x) y Q(x) son funciones racionales, basta observar que la desigiesda
R(x) < Q(x)y Q(x)— R(x) > 0 son equivalentes y qu@(x) — R(x) es una funcion racional por
lo que podemaos seguir el mismo procedimiento anterior.

Otra forma de resolver desigualdades entre funcionesnaleis consiste en observar que una de-

sigualdad del tipd@ > 0 es equivalente a la desigualdagk)g(x) > 0, la cual ya sabemos resolver
X

porquep(x)g(x) es una funcién polinémica.
Igualdades o desigualdades en las que intervienen valorelssolutos

e lgualdades del tipd f(x) + g(x)| = | f(x)| + |g(x)|. Como consecuencia de la desigualdad trian-
gular, laigualdad f'(x) + g(x)| = | f(x)| + |g(x)| es equivalente a la desigualdadx)g(x) = 0.

e Unaigualdad del tipd /' (x)| = |g(x)| es equivalente a la igualdad (x))? = (g(x))?; y también es
equivalente a que se verifique alguna de las igualdgde$ = g(x) o f(x) = —g(x).

e Una igualdad del tipg| f(x)| = g(x) es equivalente a que se verifique alguna de las igualdades
f(x) =g(x) 0 f(x)=—g(x),yademas que se verifiqgéx) = 0.

¢ Una desigualdad del tippf (x)| < |g(x)| es equivalente a la desigualdgt(x))? < (g(x))>.

e Una desigualdad del tipd/(x)| < |g(x)| también puede estudiarse calculando los valores de
para los que se da la igualddd'(x)| = |g(x)|, es decir, los puntos en que se anula la funcién
h(x) =1 f(x)| — |g(x)|. Estos puntos determinan intervalos en los que la funkién tiene signo
constante.

e Una desigualdad del tipd/f(x)| < g(x) es equivalente a que se verifiquen las dos desigualdades
—g(x) < f(x) < g(x), y ademas que se verifiqgéx) = 0.

e Una desigualdad del tipdf(x)| = g(x) se verifica para los valores detales queg(x) < 0;y
para aquellos valores depara los que(x) = 0 es equivalente a que se verifique alguna de las dos
desigualdadeg(x) < —g(x), f(x) = g(x).

Observacion importante. Las reglas anteriores se aplican exactamente igual pasidagples o de-
sigualdades en las que intervienen mas de una variable.

Por ejemplo, una igualdad del tigg'(x, y) + h(z)| = | f(x, y)| + |h(z)| es equivalente a la de-
sigualdadf (x, y)h(z) = 0. Es posible que esta ultima desigualdad no pueda simpsiécan cuyo caso
debemos dejarla indicada tal como esta.
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En general, para resolver igualdades o desigualdades gudaimtervienen valores absolutos se
deben considerar todos los casos posibles para quitarlmgsabsolutos que aparecen.

Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la igualda*jx2 —6x + 8| =x-2.

Solucion. La primera condicion que debe cumplirse es gue 2 = 0, esto esx > 2. Parax < 2 la
igualdad del enunciado no puede darse nunca. Supuestox e la igualdad del enunciado equivale
a que se verifique alguna de las igualdades:

a) x2 —6x +8=x—2, b) x> —6x+8=—x+2

La igualdad a) es? — 7x + 10 = 0, cuyas soluciones sanhy 5. La igualdad b) es? — 5x + 6 = 0,
cuyas soluciones sdhy 3. Observa que todas las soluciones obtenidas son mayoraslesgjue.
Concluimos que la igualdad del enunciado es cierta pat, x =3y x = 5.

. . - . -2 1
Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la demgualda%‘ > 3
X& — 42X —

Solucion.La desigualdad del enunciado equivale a que se verifiquealde las desigualdades:

x—=2 1 x—=2 1
_ > b
x2—-2x—-1" 2 )

La desigualdad a) es equivalente a:

a —_ <
) x2—-2x—1 2

x—=2 1 —x24+4x -3
X T N e (x4 A=) (P —2x—1) > 0
X—2x—1 2 2(:2—2x—1) (=37 +dx =3)x" —2x —1)

Calculando las raices de los dos trinomios obtenemos que sdenadas de menor a mayor,
{1 — V2, 1,1+ V2, 3}. Son todas ellasices imparesle ordenl (raicessimple$, por lo que el poli-

nomio p(x) = (—x? +4x — 3)(x% —2x — 1) cambia de signo en todas elld&Acilmente se ve que para
x < 1—+/2 se tiene que(x) < 0. Deducimos que:

p(x) <0 paratodox €] — oo, 1 —+/2[

p(x) > 0 paratodox €]l — /2, 1]

p(x) <0 paratodox €]l,1 + /2]

p(x) > 0 paratodox €]l + +/2,3]

p(x) <0 paratodox €]3, +o0[
Concluimos que la desigualdad a) se verifica pagdl — +/2, 1[U]1 + +/2, 3.
Analogamente se obtiene que la desigualdad b) se verifieapar— /5, 1 — v/2[U]V/5,1 + v/2[.
Finalmente, la desigualdad del enunciado se verifica para

x €] — /5,1 = V2[Ull — V2, 1[UIV/5, 1 4+ V2[U]1 + v/2.3].

Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la igualdad

[x2 +3x =9 =|x2 + x — 6] + |2x — 3.
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Solucién.Poniendof (x) = x> + x — 6y g(x) = 2x — 3, laigualdad del enunciado se escribe como
| £(x) + g(x)|=| f(x)|+]|g(x)|, igualdad que equivale f(x)g (x) =0, es deci(x2 +x—6)(2x—3)=0.
Calculando las raices del trinomio tenemos que

(X2 +x —6)(2x —3) = 2(x + 3)(x — 2)(x — 3/2).

Por tanto,f(x)g(x) es un polinomio cuyas raices;3,3/2, 2}, son simples y, por tanto, cambia de
signo en todas ellas. Deducimos facilmente que la desigddl@i) g (x) =0 se verifica si-3<x <3/2,
osix=2. ©

Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la desigualddd? — 6x + 5| > |x% 4+ 2x — 5|.

Solucion. Empezamos calculando los puntos en que se verificgxfue 6x + 5| = |x2 + 2x — 5|.
Puesto que dos nimeros tienen igual valor absoluto si sateigo son opuestos, esta igualdad equivale
a que se verifique alguna de las dos igualdades6x +5=x2+42x—5, X2 —6x +5=—(x2+2x—5).

La primera solamente se verifica para= 5/4 y la segunda para = 0 y x = 2. Deducimos que la
funciéoni(x) =|x2 — 6x + 5|—|x? + 2x — 5| tiene signo constante en los intervaleso, 0[, |0, 5/4],
15/4,2[y 12, +o0[. Tenemos que:

h(-1)=6 = h(x) > 0paratodox €] — o0, 0|
h(l)=-2 = h(x) <0paratodox €]0,5/4]
h(3/2)=3/2 = h(x)> 0paratodax €]5/4,2]
h(3)=—-6 = h(x) <0paratodox €]2, +oo|
Por tanto, la desigualdad del enunciado se verifica pata) 0 paras/4 < x < 2. ©

Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la desigualdad-x + |x — 1]| < 2.

Solucién.La desigualdad del enunciado es equivalente a las dos dédigies-2 < —x+|x — 1] < 2,

gue son equivalentesxa— 2 < |x — 1] < x + 2. La segunda de estas desigualdades solamente puede
darse siv > —2. Supongamos que2 < x < 1. Entonces se tiene qye — 1| = 1 — x, por lo que las
desigualdades anteriores son en este gas® < 1 — x < x + 2, que equivalen &3 < —2x < 1,

es decir—1 < 2x < 3, 0 bien—1/2 < x < 3/2. No podemos olvidar que hemos usado gue 1,

por lo que la condicion obtenida quedd/2 < x < 1. Parax > 1 se tiene qugx — 1| = x — 1, por

lo que las desigualdades anteriores son en estexcasb< x — 1 < x + 2, que se cumplen siempre.
Concluimos que la desigualdad del enunciado es ciertaxpara-1/2. ©

Ejemplo. Calcula para qué valores de se verifica la siguiente desigualdad.
|x + 1] + |x? = 3x + 2| < 4.
Solucién.Puesto qua? — 3x + 2 = (x — 1)(x — 2), tenemos que
x4+ 1]+ [x*=3x+2|=|x+ 1+ |(x=Dx=2)| = |x+ 1]+ |x = 1]|x = 2|.

Para controlar los valores absolutos consideraremos para#o los casas < —1, -1 < x < 1,
l<x<2yx>2.

e Parax < —1tenemosx + 1|+ |x — 1||x —=2|=—x -1+ (1 —x)(2—x) =x% —4x + 1. Por tanto,
la desigualdad del enunciadoxs—4x + 1 < 4, es decirx? —4x — 3 < 0. Es facil comprobar que
parax < —1 se verifica quec> — 4x — 3 > 0. Por tanto, para < —1 la desigualdad del enunciado
es siempre falsa.
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e Para—1 < x < 1tenemosgx + 1|+ [x = 1||x =2|=x+ 1+ (1 —=x)(2—x) =x2 —2x + 3. Por
tanto, la desigualdad del enunciado@s— 2x + 3 < 4, es decirx? — 2x — 1 < 0. Las raices de
este trinomio sonl — +/2'y 1 4+ +/2. Es inmediato comprobar qué — 2x — 1 < 0 equivale a que
1 -2 <x <14 +/2.Como—1 < 1—+/2 < 1, concluimos que la desigualdad del enunciado es
vélida paral — v/2 < x < 1.

e Paral < x < 2tenemogx + 1|+ |x—1||lx =2|=x+ 14+ (x - D2 —x) = —x? +4x — 1.
Por tanto, la desigualdad del enunciado-es + 4x — 1 < 4, es decirx? —4x + 5 > 0. Este
trinomio no tiene raices reales, por tanto se verificaxfue 4x + 5 > 0 para todax € R (observa
quex? —4x + 5 = (x —2)? 4+ 1 > 0). Concluimos que la desigualdad del enunciado es valida par
l<x<2.

e Parax > 2tenemogx + 1| + |x — 1||x = 2| =x + 1 + (x — I)(x — 2) = x? — 2x + 3. Por tanto,
la desigualdad del enunciado €5 — 2x + 3 < 4, es decirx? — 2x — 1 < 0. Las raices de este
trinomio sonl — v/2 y 1 + /2. Es inmediato comprobar qu&® — 2x — 1 < 0 equivale a que
1 -2 < x <14 +/2.Como2 < 1+ +/2, concluimos que la desigualdad del enunciado es valida
para2 < x < 1 + /2.

Parax =—1 la desigualdad no se verifica. Para: 1 y x =2 la desigualdad se verifica. Concluimos
que la desigualdad se verifica para v2 < x < 1 + /2. ©

Seguidamente vamos a ver dos bonitos ejemplos de aplicdeitzndesigualdad de las medias.

Ejemplo. Prueba que el cuadrado es el rectangulo de maxima area paeaionetro dado y de minimo
perimetro para un area dada.

Solucion.Seanz y b las longitudes de los dos lados del rectangulo. El area \dede pord = ab y
el perimetro po? = 2(a + b). En virtud de la desigualdad de las medias para dos factenesrica
que:

\/sz/_absa;bzg

Y la igualdad se da si, y sélo si,= b. Para un valor dad@?, del perimetro, el area{, del rectangulo
verifica la desigualdad’4 < P/4. Por lo que el valor maximo que puede alcanzar el area senéloua
se tenga la igualdag/4 = P/4, lo que ocurre solamente cuande= b, esto es, el rectangulo es un
cuadrado. Analogamente, para un valor dadlodel area, el perimetra?, del rectangulo verifica la
desigualdad/4 < P/4. Por lo que el valor minimo que puede alcanzar el perimetéo@eando se
tenga la igualdad/4 = P/4, lo que ocurre solamente cuande= b, esto es, el rectangulo es un
cuadrado. ©

Ejemplo. Prueba que el tridngulo equilatero es el triangulo que tivérima area para un perimetro
dado y de minimo perimetro para un area dada.

SugerenciaSi a, b, ¢ son las longitudes de los ladogy=(a+b+c¢)/2 es el semiperimetro, entonces,
segun la formula de Heron de Alejandria, el ar¢ayiene dada pord = /p(p —a)(p —b)(p —¢).

Solucién. En virtud de la desigualdad de las medias para tres factgresniendo en cuenta que
(p—a)+(p—->b)+(p—c)=3p—2p=p, tenemos:

p4/3

AP = pr =0 =0 -0 = VP -0p-Hp -0 < by =5
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Y laigualdad se da si, y s6lo sh,—a = p — b = p — ¢, que equivale a que = b = ¢. Para un valor
dado, P = 2p, del perimetro, el area, del triangulo verifica la desigualdat?/® < 1 p*/3. Por lo
que el valor maximo que puede alcanzar el area sera cuaneiogzela igualdadi®/* = 1 p*/3, 1o que
ocurre solamente cuando= b = ¢, esto es, el triangulo es equilatero. Anadlogamente, parzalon
dado, 4, del area, el perimetr@ = 2p, del rectangulo verifica la desigualdad’? < 1 p*/3. Por lo
que el valor minimo que puede alcanzar el perimetro seralousmtenga la igualdad?/® = 1 p*/3,
lo que ocurre solamente cuande= b = ¢, esto es, el triangulo es equilatero.

Observacion importante. En Andlisis Matematico trabajamos con precision infiniteupca usamos
decimaleqexcepto en problemas de célculo de valores aproximadogaueremos en su momento).
Esto quiere decir que las raices, los logaritmos, las expoiades y otras funciones no se calculan, se
dejan expresados simbdlicamerie Analisis+/2 no es igual d - 4142135623730950488; log2 no es
igual a0 - 6931471805599453. No uséis decimales en esta asignatura.

Ejercicios propuestos

- . 1—2 1
1. Calcula para qué valores dese verifica la demgualdael% > 3
Y2 —

2. Calcula para qué valores dese verifica la desigualdad? (x +2)(x —3)2(x +1)°(x +5)* < 0.
|x — 1]+ 2 1
< -
+|x2—=5x+6 3
4. Supuesto qué < a < b, calcula para qué valores de se verifica la desigualdad
1 1 I 1

_t < — 4+ —.
x+a+b—x a+b

3. Calcula para qué valores de=R se verifica la desigualdald

5. Calcula para qué valores dese verifican las siguientes desigualdades.

a)|x + 5] < |x—=1], b)|x —1]|x +2| =3, C)|x2—x| >1,d)|x—y+z|=|x|—|z — y|

6. Calcula para qué valores dese verifican las siguientes desigualdades.

a)lx+ 1|+ |x—=1]<1, b)]2x—_2x—1||==2x, C) |2+ |x+1]] <3.

7. Prueba que cualesquiera sean los numeros reales pegitive y b > 0 se verifica que
a - 1 1
2a+b)Vb Vb NJa+hb

Lecturas aconsejadasDebes consultar los ejercicios resueltos del primer claypdiimi libroCalculo
diferencial e integral de funciones de una varighijee puedes descargarmépagina Web

http://www.ugr.es/local/fjperez.

También debes leer la Seccién 1.1.1 del Capitulo 1, tituledamas, definiciones, teoremas, lemas,
corolarios

Las notas histdricas al final del Capitulo 1 te resultarérasantes. En ellas se habla de la razon
aurea, de la relacion entre nimeros y medida de magnitudescgrdo los pitagoricos hicieron un
descubrimiento de extraordinaria importancia en la calturopea. Los detalles de esta apasionante
historia los encontraras en la seccién 5.2 del Capitulo BltEidn del concepto de nimero”.
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